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М-6. СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 
 

УЭ-0. Цели изучения 
 
 К сложному сопротивлению относятся виды деформаций бруса, при 
которых в его поперечных сечениях одновременно возникает более одного 
внутреннего силового фактора. Исключением является прямой попереч-
ный изгиб, который не принято рассматривать как случай сложного сопро-
тивления, хотя при этом в сечениях и возникают два внутренних силовых 
фактора: изгибающий момент и поперечная сила. Этот вид деформации 
рассматривается как простой потому, что в подавляющем большинстве 
случаев расчеты на прочность и жесткость ведутся без учета влияния по-
перечных сил, т.е. по одному силовому фактору – изгибающему моменту. 
 При сложном нагружении необходимо научиться определять внут-
ренние усилия, напряжения в любой произвольной точке, находить опас-
ные сечения и самые опасные точки, чтобы потом сделать выводы о проч-
ности элемента конструкции. Кроме того, необходимо уметь определять и 
деформации, чтобы рассчитать элемент конструкции на жесткость. 
 

УЭ-1. Общий случай действия сил на брус и разложение 
на частные случаи 

 
 При самом сложном нагружении прямого бруса (рис. 6.1) в его попереч-
ном сечении возникают 6 внутренних факторов: изгибающие моменты Мz, My, 
крутящий момент Тх, продольная сила Nx и поперечные силы Qy и Qz. 
 Внутренние силовые факторы в произвольных сечениях определя-
ются с использованием метода сечений. 
 Внутренние силовые факторы в произвольном сечении, расположен-
ном на расстоянии х от левого конца бруса, изображенного на рис. 6.1, а 
можно определить через внешние нагрузки, расположенные слева от этого 
сечения. 
 В сечении внутренние силовые факторы изображены положитель-
ными. Для определения продольной и поперечной силы необходимо спро-
ектировать внешние нагрузки на направления Nx, Qy, Qz. 
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a) б) 

 
Рис. 6.1 

 
 Для определения крутящего и изгибающего моментов определяют 
величину моментов всех внешних сил, расположенных слева от сечения, 
относительно главных центральных и продольных осей. 
 Знак момента внешней силы определяется положительным направ-
лением Mz, My, Tx. 
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 Для линейно-деформируемых систем, которые мы рассматриваем в 
курсе «Сопротивление материалов», можно применять принцип суперпо-
зиции, и любое сложное нагружение бруса можно заменить суммой  про-
стых нагружений или некоторым их сочетанием. Часто эти сочетания мо-
гут встречаться самостоятельно. Они будут рассмотрены ниже. 

 
УЭ-2. Косой изгиб 

 

 Косым изгибом называется такой вид изгиба, при котором плос-
кость действия изгибающего момента в данном поперечном сечении бруса 

Рис. 10.1
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не проходит ни через одну из главных центральных осей инерции этого се-
чения. Элемент бруса, примыкающий к этому сечению, находится в усло-
виях косого изгиба. 
 Случай косого изгиба, при котором в поперечном сечении бруса воз-
никает лишь изгибающий момент, называется чистым косым изгибом. Ес-
ли же в сечении действует, кроме того, поперечная сила, то имеется попе-
речный косой изгиб.  
 

 
Рис. 6.2 

 
 На рис. 6.2 изображен брус с прямоугольным поперечным сечением, 
заделанный правым концом. К брусу на свободном конце приложена вер-
тикальная сила F1, а в сечении на расстоянии а от свободного конца – го-
ризонтальная сила F2. 
 В каждом поперечном сечении участка I возникают изгибающий мо-
мент Mz, действующий в плоскости ух, и поперечная сила 1FQy −= ; этот 
участок испытывает прямой поперечный изгиб. В поперечном сечении 
участка II бруса с абсциссой х действуют изгибающий момент xFM z 1−=  в 
главной плоскости ух, изгибающий момент )(2 axFM y −−=  в главной 
плоскости zx и поперечные силы 1FQy −=  и 2FQz −= . Полный изгибаю-

щий момент 22
yz MMM +=  действует в плоскости, не совпадающей ни с 

Рис. 10.2

10.2



 153

одной из главных плоскостей бруса. Следовательно, на участке II возника-
ет поперечный косой изгиб. 
 Таким образом, косой изгиб можно рассматривать, как сочетание 
двух прямых изгибов, вызванных изгибающими моментами относительно 
главных центральных осей инерции поперечного сечения у и z. 
 На основании принципа независимости действия сил полные нор-
мальные напряжения в поперечных сечениях участка II равны сумме на-
пряжений от раздельного действия моментов Mz и My. Следовательно, в 
точке С поперечного сечения (рис. 6.2) полное напряжение 
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 Если в формуле (6.1) брать абсолютные значения изгибающих мо-
ментов, то формулу можно переписать в виде 
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 Перед первым членом правой части берется знак плюс, когда момент 
Mz вызывает растяжение в точках сечения с положительными координата-
ми у, а перед вторым членом – когда момент Му вызывает растяжение в 
точках с положительными координатами z. 
 На рис. 6.3 показаны эпюры нормальных напряжений zMσ и yMσ в 

поперечном сечении участка II бруса (рис. 6.2) от раздельного действия из-
гибающих моментов Mz и Му. 
 Полный изгибающий момент М связан с его составляющими Mz и Му 
зависимостями 

     22
yz MММ += ;            (6.3) 

             α= cosMM z ; α= sinMM y ,           (6.4) 

где  α – угол между осью у и плоскостью действия полного момента (рис. 6.3). 
Из выражений (6.4) найдем 

         
z

y

M
M

=αtg .            (6.5) 

 Положение плоскости действия полного момента устанавливается с 
учетом того обстоятельства, что эта плоскость проходит через центр тяже-
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сти сечения и два квадранта, в которых оба момента Mz и Му вызывают 
нормальные напряжения одного знака (в нашем примере I и III квадранта). 
 

 
 

Рис. 6.3 
 
 Для сечений, имеющих две оси симметрии и угловые точки, всегда 
находится угловая точка, где напряжения складываются  
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+=σmax .           (6.6) 

 Для произвольных сечений необходимо найти положение нейтраль-
ной оси в системе главных центральных осей инерции поперечного сече-
ния бруса. Уравнение нейтральной оси легко получить, приравнивая на-
пряжения в произвольной точке при косом изгибе к нулю. 
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 Решим это уравнение относительно у и получим 
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Рис.10.3

(10.6)

(10.7)



 155

В выражении (6.7) 
y
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⋅−  представляет угловой коэффициент наклона 

нейтральной оси к оси z, и он равен тангенсу угла наклона нейтральной 
оси относительно оси z, т.е. 
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 Угол β – угол наклона нейтральной оси к оси z. 
 Нейтральная ось никогда не проходит через квадранты, которые 
пересекают след плоскости действия полного момента М. 
 Наиболее опасными точками при косом изгибе будут точки наибо-
лее удаленные от нейтральной оси. Для этого необходимо провести линии 
параллельно нейтральной оси, касающиеся контура сечения. 
 

УЭ-3. Расчеты на прочность при косом изгибе 
 
 Для материалов, одинаково сопротивляющихся растяжению и сжа-
тию, и сечением, имеющим две оси  симметрии с угловыми точками, усло-
вие прочности по допускаемым напряжениям примет вид 

      ][max σ≤+=σ
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M .           (6.9) 

 При расчете по предельным состояниям 

             uu
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≤+ ,             (6.10) 

где Mz, Му – составляющие расчетного, т.е. определенного по расчетным 
нагрузкам, момента относительно осей z и у; 

Wz, Wy – моменты сопротивления сечения относительно осей z и у; 
mu – коэффициент условий работы элемента на косой изгиб, при 

обычных условиях работы близок к единице; 
Ru – расчетное сопротивление материала изгибу. 
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 Для материалов, различно работающих на растяжение и сжатие, и 
сечением произвольной формы, условие прочности на косой изгиб при 
расчете по допускаемым напряжениям будет иметь вид 
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 В формулах (6.9, 6.11, 6.12) Mz и  Му – изгибающие моменты относи-
тельно главных центральных осей, полученные при расчете на норматив-
ную нагрузку, а cc zzyy maxmaxmaxmax ,и , ρρ – координаты опасных (наиболее 
удаленных от нейтральной оси) точек в растянутой и сжатой зонах в сис-
теме главных центральных осей поперечного сечения бруса. 
 При расчете на прочность по предельным состояниям получаем ана-
логичные по форме формулы, только вместо допускаемых напряжений – 
расчетные сопротивления на растяжение Rt и на сжатие Rc. 
 

УЭ-4. Внецентренное растяжение (сжатие) 
 
 Внецентренным растяжением или сжатием называется такой вид 
деформации, когда в поперечном сечении бруса одновременно действуют 
продольная сила и изгибающий момент. 
 Вызывается действием нагрузки, параллельной оси бруса, но не сов-
падающей с осью бруса. 
 Будем рассматривать жесткие брусья, в которых можно не учитывать 
дополнительные изгибающие моменты за счет изгиба бруса. 

 

 
 

Рис. 6.4 

а) б)
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Рис. 10.4
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 Пусть на жесткий брус действует растягивающая сила F, приложенная 
в точке А с координатами zF и yF, которые называют эксцентриситетами этой 
силы относительно главных центральных осей инерции z и у (рис. 6.4, а). 
 Приведем силу F к центру тяжести сечения (рис. 6.4, б). Она приво-
дится к продольной силе FN =  и двум изгибающим моментам Mz и  Му. 
 Тогда напряжение в произвольной точке С с координатами z и у рав-
но сумме напряжений от продольной силы N и изгибающих моментов Mz и  
Му, т.е. 

   z
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yMzMN ⋅+⋅+=σ+σ+σ=σ .       (6.13) 

 Подставим в формулу (6.13) выражения Fz yFM ⋅=  и Fy zFM ⋅= , 
получим 
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 В формуле (6.14) растягивающая сила F подставляется со знаком 
плюс, а сжимающая – со знаком минус; координаты yρ, zρ, y и z в эту фор-
мулу подставляются со своими знаками. 
 Формулу (6.14) можно представить в следующем виде: 
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или 
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где AJi zz =  и AJi yy =  – радиусы инерции поперечного сечения 

бруса относительно главных центральных осей инерции. 
 Уравнение нейтральной оси можно получить из формулы (6.16), 

приравняв 0=σ . Так как 0≠
A
F , то  
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 Выражение (6.17) является уравнением прямой линии и представляет 
собой уравнение нейтральной оси. Определим отрезки, отсекаемые ней-
тральной осью на главных центральных осях инерции поперечного сечения. 
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 Пусть 0=z , тогда из выражения (6.17) отрезок, отсекаемый ней-
тральной осью на главной центральной оси у, 

                                                       
F

z
n y

iy
2

−= .               (6.18) 

 Пусть 0=y , тогда из выражения (6.17) отрезок, отсекаемый ней-
тральной осью на главной центральной оси z, 

         
F

y
n z

i
z

2

−= .          (6.19) 

 Из выражений (6.18), (6.19) следует: 
– положение нейтральной оси не зависит от величины и знака силы F; 
– нейтральная ось и полюс (точка приложения силы F) лежат по раз-

ные стороны от начала координат; 
– чем дальше от начала координат расположен полюс, тем ближе к 

центру сечения проходит нейтральная ось; 
– если полюс расположен на одной из главных центральных осей 

инерции, то нулевая линия перпендикулярна этой оси. 
При внецентренном растяжении и сжатии нормальные напряжения в 

каждой точке поперечного сечения бруса, как и при изгибе, прямо пропор-
циональны расстоянию от этой точки до нейтральной оси. 

Наибольшие напряжения возникают в точках поперечного сечения, 
наиболее удаленных от нейтральной оси. 

 

УЭ-5. Расчеты на прочность при внецентренном  
растяжении и сжатии 

 
При внецентренном растяжении и сжатии расчет на прочность про-

изводится обычно по нормальным напряжениям, возникающим в попереч-
ных сечениях бруса, т.е. как при одноосном напряженном состоянии. По-
этому теория прочности при таком расчете не используется. 

Условие прочности по допускаемым напряжениям при внецентрен-
ном растяжении (сжатии) для материалов, одинаково работающих на рас-
тяжение и сжатие имеет вид 
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где ymax, zmax – координаты наиболее удаленной от нейтральной оси точки 
поперечного сечения. 

(10.17)

(10.18)

(10.17)

(10.19)

(10.18, 10.19)

(10.20)



 159

 Для материалов, различно сопротивляющихся растяжению и 
сжатию, условия прочности запишутся так: 
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где  cc zzиyy maxmaxmaxmax ,, ρρ – координаты точек, наиболее удаленных от 
нейтральной оси, в растянутой и сжатой зонах поперечного сечения бруса. 
 При расчете по предельным состояниям структура формул (6.20), 
(6.21), (6.22) остается такой же , только F – расчетная нагрузка, а вместо 
[σ],[σр],[σс] подставляются расчетные сопротивления R, Rt и Rc. 
 Некоторые материалы (бетон, кирпичная кладка) могут восприни-
мать лишь весьма незначительные растягивающие напряжения, а другие 
(например грунт) не могут вовсе сопротивляться растяжению. Такие мате-
риалы используются для изготовления лишь элементов конструкций, в ко-
торых не возникают растягивающие напряжения. Поэтому они не приме-
няются для изготовления элементов конструкций, испытывающих изгиб, 
кручение, центральное и внецентренное растяжение. 
 Из таких материалов могут изготовляться и внецентренно-сжатые 
элементы, если в них не возникают растягивающие напряжения. Это про-
исходит в том случае, когда точка приложения сжимающей силы располо-
жена внутри некоторой центральной области поперечного сечения, назы-
ваемой ядром, или на границе этой области. 
 Ядром сечения называется его некоторая центральная область, об-
ладающая тем свойством, что сжимающая сила, 
приложенная в любой ее точке, вызывает во всех 
точках поперечного сечения бруса сжимающие 
напряжения, т.е. напряжения одного знака. 
 Существуют два основных метода построе-
ния ядра сечения: метод полюсов, метод каса-
тельных. 
 Рассмотрим определение ядра сечения пря-
моугольной формы методом касательных (рис. 6.5). 

Положение главных центральных осей для 
данного сечения известно. Ими являются оси 
симметрии сечения z, y. Рис. 6.5 

(10.21)

(10.22)

(10.20)

(10.21, 10.22)

10.5

Рис. 10.5
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1. Задаемся положением нейтральной оси (касательной к контуру се-
чения) I-I. 

Отрезки, отсекаемые этой нейтральной осью на главных централь-
ных осях равны 

2
; hyz nn =∞=  

Тогда из формул (6.18), (6.19) найдем координаты приложения на-
грузки, соответствующие нейтральной оси I-I, 

,
2

n

y
F z

i
z −=  но 

1212

23
2 h

bh
bh

A
Ji z

z =
⋅

== , 

1212

23
2 b

bh
hb

A
J

i y
y =

⋅
== . 

;0
2

=
∞

−= y
F

i
z       .

612
222 h
h

h
y
iy

n

z
F −=

⋅
⋅

−=−=  

Нейтральной оси I-I соответствует полюс 1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

6
  ;0 h . 

2. Задаемся положением нейтральной оси II-II. Отрезки, отсекаемые 
этой нейтральной осью на главных центральных осях 

.
2

; hyz nn −=∞=  

 Координаты приложения нагрузки 

;0
i

z
i

z
2
y

n

2
y

F =
∞

−=−=   .
6
h

h12
2h

y
iy

2

n

2
z

F −=
⋅
⋅

−=−=  

 Координаты полюса  2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

6
  ;0 h . 

3. Задаемся положением нейтральной оси III-III.  
Отрезки, отсекаемые этой нейтральной осью на главных централь-

ных осях инерции,  

.,
2

∞== nn ybz  

Координаты приложения нагрузки 

;
6612

222 bb
z
i

z
n

y
F −=

⋅
⋅

−=−=   .0
22
=

∞
−=−= z

n

z
F

i
y
iy  

10.18(10.18, 10.19)
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Координаты полюса 3 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− 0  ;

6
b . 

4. Задаемся положением нейтральной оси IV-IV. 
Отрезки, отсекаемые нейтральной осью на главных центральных 

осях инерции 

∞=−= nn ybz ,
2

, тогда 

;
612

222 b
b

b
z
i

z
n

y
F =

⋅
⋅

=−=   .0
22
=

∞
−=−= z

n

z
F

i
y
iy  

Координаты полюса 4 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 0  ;

6
b . 

Соединив полюса 1, 2, 3, 4, получим ядро сечения (рис. 6.5). 
 

УЭ-6. Изгиб с растяжением 
 
Пусть брус прямоугольного поперечного сечения нагружен силой F, 

вызывающей осевое растяжение, а также силами F1 и F2, вызывающими 
изгиб в двух плоскостях (рис. 6.6). 

Для определения опасного сечения построим эпюры N, Mz и Му, ис-
пользуя метод сечений 

.и;; 21 xFMxFMFN yz −=−==  

 При 00 === yz MMx , а при  .; 21 lFMlFMlx yz −=−==  

Опасным является сечение B, для которого построены эпюры нормаль-
ных напряжений от растяжения и изгиба в двух плоскостях (рис. 6.6,  д). 
 Для произвольной точки С с координатами z и y нормальное напря-
жение равно 

    z
J
M

y
J
M

A
N

y

y

z

z ⋅+⋅+=σ .         (6.23) 

 Уравнение нейтральной оси можно получить, приравняв 0=σ  

                                           0=⋅+⋅+ z
J
M

y
J
M

A
N

y

y

z

z .                                   (6.24) 

10.5

10.6

(10.23)

10.610.6,

(10.24)
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Сеч. В 
 

 

 
Рис. 6.6 

  
 Отрезки, отсекаемые нейтральной осью на главных центральных 
осях, будут равны: 

                                              ;,0
y

y
n M

J
A
Nzy ⋅−==                                    (6.25) 

 
z

z
n M

J
A
Nyz ⋅−== ,0  

 Нейтральная ось уходит в противоположный квадрант по отноше-
нию к квадранту, где нормальные напряжения yMzMN σσσ ,, одного знака. 

 Для сечений с двумя осями симметрии и угловыми точками всегда 
найдется угловая точка, в которой напряжения от N, Mz и My суммируются. 
Если материал одинаково работает на растяжение и сжатие, то условие 
прочности при расчете по допускаемым напряжениям примет вид 

    ][max σ≤++=σ
y

y

z

z
W
M

W
M

A
N .                   (6.26) 

а) 

б) 

в) 

г) 

д) 

Рис. 10.6

(10.25)

(10.26)
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 Для произвольных сечений опасные точки определяются после оп-
ределения положения нейтральной оси. Ими будут точки, расположенные 
на наибольшем удалении от нейтральной оси. 
 Если материал различно сопротивляется растяжению и сжатию, то 
условие прочности по допускаемым напряжениям получается из условия 

].[max];[max cсжpp σ≤σσ≤σ  
 

УЭ-7. Изгиб с кручением 
 

 С сочетанием изгиба и кручения брусьев круглого поперечного сече-
ния наиболее часто приходится встречаться при расчете валов. Значительно 
реже встречаются случаи изгиба с кручением брусьев некруглого сечения. 
 Если моменты инерции сечения относительно главных центральных 
осей равны между собой, косой изгиб брусьев круглого поперечного сече-
ния невозможен. Поэтому в общем случае действия внешних сил брус 
круглого сечения испытывает сочетание следующих видов деформаций: 
прямого поперечного изгиба, кручения и центрального растяжения (или 
сжатия). 
 Рассмотрим такой частный случай расчета бруса круглого сечения, 
когда в его поперечных сечениях продольная сила равна нулю. В этом слу-
чае брус работает на совместное действие изгиба и кручения. Для отыска-
ния опасной точки бруса необходимо установить, как изменяются по длине 
бруса изгибающие и крутящие моменты, т.е. построить эпюры полных из-
гибающих моментов М и крутящих моментов Тк. Построение этих эпюр 
рассмотрим на конкретном примере вала (рис. 6.7). Вал опирается на под-
шипники А и В и приводится во вращение двигателем С. 
 На вал насажены шкивы с диаметрами  м 4,01 =D  и м 6,02 =D ,через 
которые перекинуты приводные ремни, имеющие натяжения Т1 и t1, T2 и t2. 
Число оборотов вала об/мин980=n , суммарная передаваемая мощность 

кВТ 15=N , причем со шкива, диаметром D1 снимается мощность 
кВт 91 =N , а со шкива диаметром D2 – 6кВТ. Углы наклона ветвей 

oo 45и30 21 =α=α . 
 Предположим, что вал вращается в подшипниках без трения; собст-
венной массой вала и шкивов пренебрегаем. Для ременной передачи при-
нимаем 11 2tТ = и 22 2tТ = . 

10.7
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 К валу в сечениях, в которых расположены шкивы 1 и 2, прикла-
дываются скручивающие моменты m1 и m2, которые определяются по 
формулам 

мН 7,87
980
995509550 1

1 ⋅===
n

Nm ; 

мН 47,58
980

695509550 2
2 ⋅===

n
Nm . 

 Окружные силы можно определить, зная скручивающие моменты из 
условия 

2
)2(

22
1111

1
1

11
DttDtDTm ⋅−

=⋅−⋅= ; 

.H 5,438
4,0

7,8722
1

1
1 =

⋅
==

D
mt  

Аналогично 

.H 9,194
6,0

47,5822
2

2
2 =

⋅
==

D
mt  

Теперь можно определить силы давления на вал. Каждая равна трем 
окружным усилиям: 

;H5,13155,43833 11 =⋅== tF  

.H 7,5849,19433 22 =⋅== tF  

 Разложим силы давления на вал F1 и F2 на вертикальную и горизон-
тальную составляющие:  

H 2,1139866,05,131530cos;H 8,6575,05,131530sin 1111 =⋅===⋅== oo FFFF zy
 

.H 4,413707,07,58445cos;H 4,413707,07,58445sin 2222 =⋅===⋅== oo FFFF zy
 

Момент, предаваемый от электродвигателя на вал, 

мH 17,146
980
1595509550 ⋅===

n
Nm . 

 Используя метод сечений, определим величину крутящих моментов 
по участкам вала и построим эпюру крутящих моментов. 

мН 17,146;мН 7,87;0 3121 ⋅==⋅=== mТmТТ ккк . 
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Рис. 6.7 
 

 Определим величину опорных реакций от действия вертикальной и 
горизонтальной нагрузок: 

– от вертикальной нагрузки 

 ∑ ==−⋅+⋅= H 85,539;01,18,04,4134,08,675.0 ByByА RRМ ; 

 H 35,531;01,17,08,6753,04,413.0 ==+⋅−⋅−=∑ AyAyB RRM . 

Проверка:   02,10712,10714,4138,65785,53935,531 =−=−−+=∑ y . 
 – от горизонтальной нагрузки 

 ∑ ==−⋅−⋅= H 6,113:01,18,04,4134,02,1139.0 BzBzA RRM ; 

 ∑ ==+⋅−⋅= H 2,612;01,17,02,11393,04,4130 AzAzB RRM . 

ж) 

в) 

г)

д) 

е) 

б) 

а) 

Рис. 10.7
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Проверка:    ∑ =+−=−+−−= 08,7258,7254,4132,11396,1132,612z  
 Определим величину изгибающих моментов в характерных сечениях 
вала от вертикальной и горизонтальной нагрузок и построим эпюры изги-
бающих моментов Mz и Му (рис. 6.7, д, е). 
 – от вертикальной нагрузки 

мH 96,1613,085,539
;мH 6,2124,05,531;0;0

⋅=⋅=
⋅=⋅===

Dz

CzBzAz

M
MMM

  

– от горизонтальной нагрузки 

мH 1,343,06,113

;мH 8,2444,02,612;0;0

⋅−=⋅−=

⋅=⋅−===

Dy

CyByAy

M

MMM
  

По эпюрам Mz и Му можно определить в любом поперечном сечении 
круглого вала полный изгибающий момент М по формуле 

     22
yz MMM += .         (6.27) 

 Для каждого сечения плоскость действия изгибающего момента 
своя, но для вала круглого поперечного сечения суммарную эпюру изги-
бающих моментов можно совместить в одной плоскости (рис. 6.7, ж). На 
тех участках вала, на которых прямые, ограничивающие эпюры Mz и Му, 
пересекают оси эпюр в точках, расположенных на одной вертикали, эпюра 
М ограничена прямыми, а на остальных участках – кривыми. 

.0,мH 5,1651,3496,161

,мH 2,3248,2446,212,0
22

22

=⋅=+=

⋅=+==

BD

CA

MM

MM
 

 Опасное сечение вала устанавливается с помощью эпюр полных из-
гибающих моментов М и крутящих моментов Тк.  
 В нашем примере таким сечением является сечение С, где  

мН 7,87 ⋅=кТ  и мН 2,324 ⋅=М . А теперь определим опасные точки попе-
речного  сечения. Для этого рассмотрим напряжения, возникающие в по-
перечном сечении бруса, когда в нем одновременно действуют изгибаю-
щий момент М и крутящий момент Тк. 
 В брусьях круглого сечения, длина которых во много раз больше 
диаметра, наибольшие касательные напряжения от поперечной силы неве-
лики и при расчете прочности брусьев на совместное действие изгиба и 
кручения не учитываются. 

10.7

(10.27)

10.7
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На рис. 6.8, а показана эпюра нормальных напряжений от полного 
изгибающего момента. 

 
 

Рис. 6.8 
 

 Плоскость действия суммарного изгибающего момента определяется 
углом α к оси у, определяемого по формуле  

1515,1
6,212
8,244tg ===α

z

y

M
M

; =α 49°. 

 Нейтральная ось перпендикулярна следу плоскости действия полно-
го изгибающего момента =α=β 49°. 
 Опасными точками являются точки 1 и 2. В точке 1 будут наиболь-
шие растягивающие напряжения 

( )
zW

M
=σ 1 , 

а в точке 2 – наибольшие сжимающие напряжения 

( )
zW

M
−=σ 2 . 

 Эпюра касательных напряжений изображена на рис. 6.8, б. Касатель-
ные напряжения τ определяются по формуле 

ρ⋅=τ
ρJ
Тк . 

а) б)

10.8

Рис. 10.8

10.8
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 Наибольшие касательные напряжения возникают в точках, располо-
женных по периметру сечения. Они равны 

                                                   ,
2 z

кк
W
T

W
Т

==τ
ρ

                                          (6.28) 

где  zWW 2=ρ  – полярный момент сопротивления, равный двум осевым 
моментам сопротивления поперечного сечения бруса. 
 При пластичном материале точки 1 и 2 поперечного сечения, в кото-
рых одновременно и нормальные, и касательные напряжения достигают 
наибольшего значения, являются равноопасными. При хрупком материале 
опасной является та из точек, в которой от изгибающего момента М возни-
кают растягивающие напряжения. 
 Напряженное состояние элементарного параллелепипеда, выделен-
ного в окрестности точки 1, считая совпадающими плоскость действия 
полного изгибающего момента М с главной плоскостью уох, изображено 
на рис. 6.9, а. 
 

 
 

Рис. 6.9 
 

 Таким образом, в данном случае в рассматриваемой точке создается 
плоское напряженное состояние (рис. 6.9, б), где τ=τ=σσ=σ yyx .0; . 
 Положение главных площадок определяется формулой 

xσ
τ

−=α
22tg , 

угол α в нашем случае отрицателен, и главные площадки будут повернуты 
по часовой стрелке. 
 Главные напряжения σ1 и σ3 определяются по формуле (3.11) 

22

min
max 4)(

2
1

2 yyx
yx τ+σ−σ±

σ+σ
=σ . 

а) б)

(10.28)

10.9

Рис. 10.9

10.9
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 В нашем случае они равны 

    22

3
1

min
max 4

2
1

2
τ+σ±

σ
=σ=σ .        (6.29) 

 Расчет брусьев на прочность при изгибе с кручением производится с 
применением теорий прочности. При этом расчет брусьев из пластичных 
материалов выполняется обычно на основе третьей или четвертой теории 
прочности. 
 По третьей теории прочности 

][31 σ≤σ−σ=σ III
экв , 

подставив в это неравенство выражения σ1 и σ3, получим 

                                             ][4 22 σ≤τ+σ=σ III
экв .                                   (6.30) 

Подставив в формулу (6.30) 
zW
М

=σ  и 
z

к
W
T

2
=τ , получим 

][
2

4
2222

σ≤
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ

z

к

z

к

z

III
экв W

ТM
W
Т

W
M . 

Вводя значение 

22222
кyzкIII ТMMТMМ ++=+=  

в (6.30), окончательно получаем условие прочности 

                 ][σ≤
z

III
W
M .          (6.31) 

 Величину 22
кIII ТMМ += называют приведенным (или эквива-

лентным) моментом по третьей теории прочности. 
 По четвертой теории прочности  

][)()()[(2
1 2

13
2

32
2

21
IV
экв σ≤σ−σ+σ−σ+σ−σ=σ . 

 Подставляя значения главных напряжений (6.29), после некоторых 
преобразований получаем 

          ][3 22IV
экв σ≤τ+σ=σ .         (6.32) 

(10.29)

(10.30)

(10.30)в (10.30)

(10.31)

(10.29),

(10.32)
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 После подстановки значений σ и τ получим 

    ][
2

3
22

IV
экв σ≤⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ

z

к

z W
Т

W
M  

или      ][
75,02

σ≤=
+

z

IV

z

к

W
M

W
ТM

,        (6.33) 

где  кIV ТMM 75,02 +=  – приведенный момент по 4-й теории прочности. 
 Для опасного сечения вала С определим приведенный момент по 3-й 
теории прочности 

мН 9,3357,872,324 2222 ⋅=+=+= кIII ТMМ . 

Для круглого поперечного сечения 3
3

1,0
32

ddWz ≈
π

=  

][
1,0 3

III
экв σ≤=σ

d
M III . 

Отсюда                                         3
][1,0 σ

≥ IIIMd . 

 Величина [σ] для валов, испытывающих знакопеременную нагрузку, 
устанавливается более низкой. Для стали 30 ее можно принять  

2мм
Н 80МПа 80][ ==σ ; 

мм. 35мм 6,3499,4110
801,0
109,335 33

3
≈==

⋅
⋅

=d  

 При расчете на изгиб с кручением брусьев с некруглым поперечным 
сечением трудно сразу определить опасное сечение. Если для бруса (вала) 
с круглым поперечным сечением сразу можно определить приведенный 
момент по одной из теорий прочности, то для сечения произвольной фор-
мы сделать это нельзя, а поэтому могут быть несколько опасных сечений, 
которые необходимо проверить на прочность. 
 Рассмотрим проверку на прочность брусьев прямоугольного попе-
речного сечения, испытывающих изгиб  с кручением. 
 Пусть в предполагаемом опасном сечении действуют положительные 
изгибающие моменты Mz и Му и крутящий момент Тк (рис. 6.10, а). 

(10.33)

10.10
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Рис. 6.10 
 

 Опасными точками в опасном сечении могут быть точки 1 (1′), 2 (2′), 3 (3′). 
Для пластичного материала точки 1, 2, 3 равноопасны точкам 1′, 2′, 3′. 
 Остановимся на рассмотрении опасных точек 1, 2, 3. 
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где  Wк – момент сопротивления кручению для прямоугольного сечения. 
 Применяя, например, III теорию прочности, определим эквивалент-
ное напряжение  
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 Эквивалентное напряжение по третьей теории прочности в точке 3 
должно быть меньше или равно допускаемому напряжению 
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 Элементы строительных конструкций, работающие на изгиб с круче-
нием, могут рассчитываться и по предельным состояниям. Внутренние сило-
вые факторы Mz, Wz, Тк определяются  от расчетной нагрузки. Эквивалентные 
расчетные напряжения, определенные по одной из теорий прочности, долж-
ны быть меньше или равными расчетным сопротивлениям при изгибе. 

 

Краткие выводы 
 

 Сложное нагружение бруса можно разложить на простейшие виды 
нагружений или их сочетаний и для определения внутренних усилий мож-
но использовать метод сечений и принцип суперпозиции. Напряжения в 
характерных точках также определяются методом сложения. 
 Для таких видов сложного нагружения, как косой изгиб, изгиб с рас-
тяжением, внецентренное растяжение или сжатие, где суммируются нор-
мальные напряжения, для оценки прочности нет необходимости применять 
теории прочности, а достаточно лишь определить опасные точки и значе-
ния напряжений в них и сравнить их с величиной допускаемых напряже-
ний или расчетных сопротивлений, как при простом растяжении. 
   В общем случае для отыскания опасных точек определяется 
опасное сечение и положение нейтральной оси. Точки, наиболее 
отдаленные от нейтральной оси и будут опасными. 
 Для таких видов сложного нагружения, как изгиб с кручением, кру-
чение с растяжением, для оценки прочности необходимо использовать 
теории прочности. 
 В случае изгиба с кручением для вала с круглым поперечным сече-
нием опасное сечение легко определяется по приведенному (расчетному) 
моменту соответствующей теории прочности. Так по третьей теории проч-
ности приведенный момент 

22222
кyzкIII ТMMТMM ++=+= . 

 При изгибе с кручением брусьев с другой формой поперечного сече-
ния сразу установить опасное сечение трудно, а поэтому первоначально их 
может предполагаться несколько. Последующее исследование с использо-
ванием теорий прочности выясняет истинно опасное сечение и опасные 
точки в этом сечении. 

 

Материалы для самоконтроля 
 

1. Какой изгиб называется косым? 
2. Может ли балка круглого поперечного сечения испытывать косой 

изгиб? 


